1Three Dimensional CORDIC withreduced iterationsC.T. Clarke and G.R. NuddDepartment of Computer ScienceUniversity of WarwickCoventryCV4 7ALUnited KingdomAbstractThis paper describes a modification to the three dimensional CORDIC algorithmusing an approximation of the Taylor series. The modification has the potential to reducethe number of iterations required for a three dimensional CORDIC operation by at least25%. The approach used is based upon a modification of the two dimensional CORDICalgorithm originally suggested by H.M Ahmed[1].IntroductionThe COordinate Rotation DIgital Computer or CORDIC was first suggested in1959 by J. E. Volder [2]. The motivation was a need for accurate calculations for onboard an aircraft navigation. The system was capable of rapidly computing vectorrotations, and performing Cartesian to circular co-ordinate conversions. The samehardware was also able to multiply, divide, and convert between binary and mixed-radixnumber systems. The CORDIC algorithm is now widely used for trigonometricevaluation [3, 4].The basic CORDIC iteration can be described as a rotation and extension of avector. Ignoring the vector extension, the relationship between the two vectors is:

Xi+1 = Xi ± 2− iYiand

Yi+1 = Yi m2− i Xi

2The ± indicates the fact that the rotation can be in either direction. As the vector isrotated, it is extended by a small amount. The scaling effect is removed by pre or post-scaling of X, and Y. A third register (conventionally Z)is used to accumulate prestoredangle values to give the current remaining rotation required.In 1982 Ahmed suggested a combination of CORDIC, and the Taylor series forvector rotation [1]. The first term of the Taylor series for sine Z is simply Z, and it ispossible to perform the last of our CORDIC iterations using this approximation, ratherthan

2− i. Hence after the last CORDIC iteration, a final iteration, as follows is performed:

Xm+1 = Xm − ZmYm

Ym+1 = Ym + ZmXmIt has been shown by Ahmed that only

m = n +12 (ωηερε ν ισ τηε νυμβερ οϕ βιτσοϕ αχχυραχψ ρεθυιρεδ ιν τηε ουτπυτ) ιτερατιονσ οϕ τηε ΧΟΡΔΙΧ αλγοριτημ αρε νεεδεδϕολλοωεδ βψ τηε ϕιναλ ιτερατιον ασ γιϖεν αβοϖε. Τιμμερμανν ετ αλ. εξτενδεδ τηισ ωορκ τοινχλυδε ϖεχτορινγ μοδε [5]. Τηε αδϖανταγε οϕ τηεσε τεχηνιθυεσ ισ τηατ τηεψ σπεεδ υπ τηεχαλχυλατιον οϕ τηε ϕυνχτιον, βυτ μυλτιπλιχατιον ανδ διϖισιον αρε νοω ρεθυιρεδ ιν τηε ϕιναλιτερατιον.Τηε τηρεε διμενσιοναλ ΧΟΡΔΙΧ αλγοριτημΧλαρκε ετ. αλ. [6], ανδ Δελοσμε [7] ηαϖε σηοων τηατ τηε ΧΟΡΔΙΧ αλγοριτημ χανβε εξτενδεδ το τηρεε διμενσιονσ. Τηισ παπερ χονσιδερσ ονλψ τηε τηρεε διμενσιοναλαλγοριτημ συγγεστεδ βψ Χλαρκε ετ. αλ. Α ϖεχτορ ιν τηρεε διμενσιοναλ ηασ Χαρτεσιανχοορδινατεσ

Xi ,Yi ,Zi ( ) ανδ σπηεριχαλ χοορδινατεσ

Ri ,θi ,ϕ i ( ). Νοτε τηατ Ζ ισ νο λονγερτηε ανγλε ρεγιστερ. Τηε ϖεχτορ χαν βε ροτατεδ βψ αν ανγλε W^{i defined below must be used to complete the set of iteration equations.}

Ui = Ri cosθi cosϕ i

Vi = Ri sinθi cosϕ i

Wi = Ri sinϕ iThe iteration equations are:

Ui+1 = 1ki2 (Ui − Xi bi 2− i − Vi ai 2− i +Yi ai bi 2− 2i )

Vi+1 = 1ki2 (Vi − Yi bi 2− i +Ui ai 2− i − Xi ai bi 2− 2i )

Wi+1 = 1ki (Wi + Zi bi 2− i )

Xi+1 = 1ki2 (Xi +Ui bi 2− i − Yi ai 2− i − Vi ai bi 2− 2i )

Yi+1 = 1ki2 (Yi +Vi bi 2− i + Xi ai 2− i +Ui ai bi 2− 2i )

Zi+1 = 1ki (Zi − Wi bi 2− i )It should be noted that the scale factor for

Zi+1 and

Wi+1 is different to that of

Ui+1, Vi+1, Xi+1 and

Yi+1. Clarke et. al. [6] have shown that no repeated iterations areneeded for these equations.

4Use of the Taylor seriesThe work of Timmermann et. al. and Ahmed [5, 4] that reduces the number ofiterations required for a given accuracy can be extended to three dimensions. Thetechnique relies on the first term of the Taylor series to remove the need for furtheriterations. The approximations used are:

cosδ ≈ 1 and

sinδ ≈ δΑ ϕιναλ ιτερατιον ισ το βε αδδεδ το τηε αλγοριτημ ιν ροτατιον μοδε τηατ υσεσ τηεσεαππροξιματιονσ. Χλεαρλψ, ιϕ ονλψ

x,y,z ( ) νεεδσ το βε εϖαλυατεδ, τηεν ιτ ισ ονλψ νεχεσσαρψτο δο τηε ϕιναλ ιτερατιον ϕορ τηοσε εθυατιονσ. Τηε εθυατιονσ ϕορ υ, ϖ ανδ ω, αρε νοτ γιϖενβεχαυσε ιτ ωιλλ νοτ νορμαλλψ βε νεχεσσαρψ το στορε τηεσε ϖαριαβλεσ. Ιϕ τηεψ αρε ρεθυιρεδ, ιτωουλδ βε α σιμπλε ματτερ το χαλχυλατε τηε εθυατιονσ ϕορ τηεμ.

Xn = Xn− 1 − Yn− 1rθ +Un− 1rϕ − Vn− 1rθrϕ

Yn = Yn− 1 + Xn− 1rθ +Vn− 1rϕ +Un− 1rθrϕ

Zn = Zn− 1 − Wn− 1rϕΤηε ϖαριαβλεσ

rθ ανδ

rϕ αρε τηε ρεμαινινγ ανγλεσ το βε ροτατεδ τηρουγη. Τηεψ αρετηε ρεμαινδερ στορεδ ιν τηε ανγλε ρεγιστερσ. Το γετ αν οϖεραλλ αχχυραχψ οϕ μ βιτσ, ιτ ισνεχεσσαρψ το υσε τηε στανδαρδ ΧΟΡΔΙΧ αλγοριτημ το οβταιν μ βιτ ϖαριαβλεσ το αν αχχυραχψοϕ ν βιτσ ανδ τηεν ονε ιτερατιον ασ δεσχριβεδ αβοϖε. Τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν μ ανδ ν ισ

n = m− 12 Τηισ ρεσυλτ ισ ϕουνδ διρεχτλψ ϕρομ τηε σεχονδ τερμ οϕ τηε Ταψλορ σεριεσ (τηε οτηερσδο νοτ νεεδ το βε τακεν ιντο αχχουντ). Βιτ λεϖελ σιμυλατιον αχχυραχψ ρεσυλτσ αρε σηοων ινταβλε 1 ϕορ βοτη χονϖεντιοναλ αριτημετιχ ανδ ρεδυνδαντ αριτημετιχ τψπεσ οϖερ 10,000ρανδομ ϖεχτορ ροτατιονσ ϕορ εαχη ρεσυλτ. Βεχαυσε τηε ρεμαινινγ ανγλε μυστ βε σμαλλ ανδ 5τηε νυμβερ οϕ βιτσ το ωηιχη τηε ανγλεσ αρε στορεδ ωιλλ βε τηε σαμε ασ τηε χοορδινατεσ, τηεβιτσ τηατ χαν βε ανψτηινγ οτηερ τηαν ζερο ωιλλ ονλψ βε ιν τηε λοωερ ηαλϕ οϕ τηε ωορδ. Ιτ ιστηερεϕορε ποσσιβλε το υσε α ϕαιρλψ σμαλλ μυλτιπλιερ (ιν τηε ρεγιον οϕ μ βιτσ βψ

m2 bits) forthe most of the multiplications. With a pipelined Booths multiplier this will take